Matemaatika-
olimpiaadide
ulesanded

Rohkem kui 365 nuputamistlesannet,
mis panevad proovile nutikuse
ja ergutavad mobtlemist

Inglise keelest tolkinud Piret Frey

iiTANAPAEV



Originaali tiitel:
The Ultimate Mathematical Challenge
HarperCollins Publishers Ltd, 2018

© The UK Mathematics Trust 2018
Eestikeelne tdlge © Piret Frey ja Tdnapidev AS, 2019

Toimetanud Katrin Naber
Kujundanud Villu Koskaru

ISBN 978-9949-85—-546-9
Trukitud AS Pakett triikikojas

www.tnp.ee



Sisukord

Eessona Marcus du Sautoylt
Sissejuhatus
Téanusdnad

Ulesanded
1. ja 2. nddal

1. loogikatilesanne
3. ja 4. nddal

1. numbriristsona
5.ja 6. nadal

Arvude tlesanne
7.ja 8. nddal

2. numbriristsOna
9. ja 10. nddal

1. ststikutilesanne
11. ja 12. nidal

3. numbriristsona
13. ja 14. nddal

2. loogikaiilesanne
15. ja 16. nddal

4. numbriristsOna
17. ja 18. nadal

2. suistikutilesanne
19. ja 20. nadal

5. numbriristsona
21.ja 22. nadal

3. loogikatilesanne
23.ja 24. nddal

6. numbriristsona
25.ja 26. nddal

3. stustikuiilesanne
27. ja 28. nddal

7. numbriristsona
29. ja 30. néddal

4. loogikatilesanne
31.ja 32. nddal

8. numbriristsona
33. ja 34. nadal

4. stistikutilesanne

vii
X
XV

0 W —

10
14
16
21
22
26
28
32
33
38
40
44
46
50
52
56
57
62
64
68
70
74
76
80
81
86
88
92
94
100
102
106



vi « MATEMAATIKAOLUMPIAADIDE ULESANDED

35.ja 36. nddal 107
9. numbriristsOona 112
37. ja 38. nddal 114
5. loogikatilesanne 118
39. ja 40. nadal 120
10. numbriristsona 126
41. ja 42. néddal 128
6. loogikatilesanne 132
43, ja 44. nidal 134
11. numbriristsona 138
45. ja 46. ndadal 140
12. numbriristsona 144
47. ja 48. nidal 146
Eelvooru tilesanne 151
49. ja 50. nddal 152
13. numbriristsona 156
51.ja 52. nddal 158
Finaalvooru tilesanne 162
53. nddal 163
Lahendused 165
Ulesanded 1-366 167
Arvude ulesanne 291
Numbriristsonad 292
Loogikatilesanded 297
Ststikutilesanded 300
Eelvooru iilesanne 304
Finaalvooru tilesanne 309
Sonastik koos mone kasuliku faktiga 315

Téaisruutude, algarvude jm tabel 320



EessOna

Marcus du Sautoy

Pohjuseid, miks ma matemaatikasse armusin, on kaks. Esimene oli minu
uldhariduskooli matemaatikadpetaja, kes néitas, et matemaatika on midagi
enamat, kui vaid loputud jagamistehted. Kuuldes matemaatika tdhtsaid
avastuslugusid algarvudest, neljamdotmelisest geomeetriast, simmeetriast
ja paljust muust, adusin sellest ainest pulbitsevat ilu ja loomingulisust.

Teiseks tutvustas Opetaja mulle Martin Gardneri nuputamisiilesandeid
Scientific American’s. Just siis sattusin sOltuvusse imelisest tundest, mis
tekib, kui oled pead murdnud keeruka pihkli kallal ja d4kki nded nutikat
lahenduskiiku, kuidas jouda vastuseni. Hoiatan: moistatuste lahendamine
on vigagi soltuvust tekitav!

Selles raamatus vOite osa saada teisest pOhjusest, miks mina matemaati-
kat armastama hakkasin. Raamat on pilgeni pungil iilesannetest, mis on
kuulunud UKMT matemaatikavodistluste kavva paljude aastate viltel ja siit
leiab lilesandeid, mis sobivad nii Opilastele, kes sooritavad matemaatilisel
maastikul alles esimesi uurimisretki, kui ka neile, kes selle aine kdorgemaid
tippe vallutavad.

Kuigi iilesanded pédrinevad erinevatelt matemaatikavdistlustelt, on minu
meelest oluline meeles pidada, et matemaatika ei ole oma olemuselt vOist-
lussport. Matemaatikutena me té6tame koos, et mdista ja edasi arendada
meie arusaamu arvude universumi ja geomeetria alal. Iga teoreem, mille
tOestame, toetub teistele teoreemidele ja nende tdestustele, mida on teinud
meie eelkdijad juba Antiik-Kreeka pédevadest saadik. Kodigist teadusharu-
dest on just matemaatika unikaalne selle poolest, et me seisame tOesti
hiiglaste olul, et paremini ndha ja siigavamalt mdista.

Seega on sinu kui lugeja ainus voistluslik tilesanne tunda 16bu iseendaga
voistlemisest. Naudi tilesandeid, mis tunduvad rasked. Just need tekitavad
vaimustava tunde, kui sul dnnestub need 16puks katki hammustada. Mind
panevad hommikul voodist tdusma ja laua juurde lahendama minema koik
need tilesanded, mida ma lahendada ei oska. Ja kui sa oled hakkama saa-
nud koigi selles raamatus olevate {iilesannetega, tuleta meelde, et
matemaatikas on tohutult palju lugusid, mis endiselt ootavad, et keegi kir-
jutaks neile viimase peatiiki ja lahendaks miisteeriumid, mis on ikka veel
paljude matemaatikute kinnismotteks.

Marcus du Sautoy on matemaatikaprofessor ja Oxfordi iilikooli Charles Stmonyi
oppetooli teaduse populariseerimise professor.



Sissejuhatus

Selles raamatus on valik tilesandeid, mis on péarit United Kingdom Mathe-
matics Trusti (UKMT) korraldatud voistlustelt ja muudelt Gritustelt.

UKMT asutati 1996. aastal, et tuua the katuse alla koolidpilaste mate-
maatikavoistlused, mida seni korraldasid kolm erinevat organisatsiooni:
British Mathematical Olympiad Committee, National Committee for
Mathematics Contests ja United Kingdom Mathematics Foundation.
Praegu organiseerib UKMT suurt hulka erinevaid matemaatikavdistlusi ja
muid dritusi Opilastele vanuses 10—18, eesmérgiga edendada laste ja noorte
matemaatikaalast haridust.

Selles raamatus on aasta iga pieva jaoks liks lithike lilesanne ja iga nelja-
teistkiimne pdeva tagant vahepalaks pikem iilesanne. Ulesanded on erineva
keerukusega. Raamatu 10pus on iga ilesande juurde kirja pandud selle
paritolu. Vaistlus, mille kavast lilesanne on voetud, annab lugejale aimu
selle raskusastmest. Ulesande keerukust on raske hinnata ja muidugi sdltub
see ka lugejast. Meie plaanide kohaselt peaksid llesanded aasta algusest
kuni I0puni nddalate méodudes jark-jargult keerukamaks minema. Tenéo-
liselt aga leiad sellele tildisele reeglile rohkelt erandeid.

Palju tlesandeid olid algselt iiles ehitatud valikvastustega kiisimustena,
kuid on timber tehtud, et valikvastused véilja jatta. See vOib mone ilesande
teha pisut raskemaks, kui see oli alguses, kuid peab arvesse votma, et koigil
meie voistlustel on Opilastel lilesannete lahendamise aeg piiratud. Ajasurve,
mida lugejad ei pea taluma, teebki vdistlused Opilastele raskeks.

Olumpiaaditoddes palutakse Opilastel vilja kirjutada kogu lahenduskaik,
ainult vastusest ei piisa. Nende t60de hindamisel antakse enim punkte
veenva ja selgelt viljendatud arutluskdigu eest; arvuliselt dige vastus tiksi
loeb vidhe. See olimpiaadidele omane joon jadb selles raamatus puudu,
kuna me ei saa vastuseid hinnata! Seetottu jdib tlesannete tiielik tunnetus
poolikuks. Olimpiaadide probleemidest void lugeda UKMT viljaannetest,
mis on tiles loetletud allpool.

Peaksid ka arvesse votma, et UKMT koigil voistlustel kehtib reegel, et
kalkulaatoreid ei tohi kasutada. POhjuseks on meie soov arendada head
matemaatilist motlemisoskust. Sina, kallis lugeja, oled muidugi tilesanne-
tega rinda pistes vaba kasutama kalkulaatorit ja muid -elektroonilisi
seadmeid, kuid meie meelest on neist vaid harva kasu.

Kuidas iilesandeid valiti

UKMT iilesanded on loodud Opilastele, kes parasjagu Opivad matemaati-
kat. Koostades seda raamatut, mis on moeldud laiemale lugejaskonnale,
hoidusime reeglina neist iilesannetest, mille lahendamiseks ldheks vaja
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viga keerulist matemaatikat. Naiteks, kuigi algebra on tilesande lahenda-
misel sageli viga kasulik, on siin viga vidhe selliseid tlesandeid, mille
lahendamisel seda otseselt vaja laheks. Oleme valinud mone geomeetria-
ulesande, sest geomeetria on nii voluv valdkond. Kuid enamik tilesannetest
on siiski lahendatavad algteadmistega arvude kohta, loogilise motlemise ja
loomuliku nupukusega.

Neile, kelle teadmised on pisut rooste ldinud, lisasime sOnastiku, milles
on veidi matemaatilist terminoloogiat ja mdned geomeetriavalda kuuluvad
baasfaktid nurkade kohta.

Lahendused
Soovides kirja panna koikide tilesannete tdislahendused koos detailsete sel-
gitustega, liheks vaja neli korda paksemat raamatut kui see. Seetdttu on
meil tildiselt dra toodud vaid lithikesed lahenduskiigud, samas saate nende
abil veenduda, kas lahendasite iilesande digesti, samuti aitavad need teid
hédast vilja, kui jadite toppama.

Paljudele tlesannetele leiate detailsed lahendused allpool loetletud
UKMT viljaannetest. Paljude tilesannete lahendused, eriti hilisemate aas-
tate omad on (tasuta!) alla laaditavad UKMT kodulehelt www.ukmt.org.uk.

UKMT korraldatavad voistlused

Jargnevalt on dra toodud UKMT vaéistlused, kust iilesanded on voetud, see
annab ettekujutuse Opilastest, kellele need on suunatud, ja lahendamiseks
antud ajapiirangutest. Millisele voistlusele dpilased kvalifitseeruvad, soltub
nende kooliaastast. Kuna Suurbritannia eri osades on kooliaastad erine-
vad, oleme need lihtsuse mottes taandanud Opilaste vanusele.

Primary Team Maths Resources (P TMR)

Need on erinevad meeskondlikud voistlused, mis on moeldud 10-11-aas-
tastele Opilastele, eesmérgiga abistada keskkoole, kui nad korraldavad
algkoolide jaoks tiritusi. Voistlused sarnanevad ildjoontes Team Maths
Challenge’ile, kuid sisaldavad ka loogikatilesandeid, mida oleme kasuta-
nud vahetilesannetena.

Funior Mathematical Challenge (JMC)

Intermediate Mathematical Challenge (IMC)

Senior Mathematical Challenge (SMC)

Need voistlustood koosnevad koik 25-st valikvastustega tilesandest. JMC
on moeldud 12—13-aastastele Opilastele, IMC Opilastele vanuses 14, 15 voi
16 ja SMC opilastele vanuses 17 voi 18. Sageli teevad voistlustdid nooremad
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opilased, kui vanusegrupis on méiiratud. JMC ja IMC jaoks on Opilastel
aega 60 minutit ja SMC jaoks 90 minutit.

Kénguru voistlused

International Mathematical Kangaroo (Kangourou sans Frontiéres) on rah-
vusvaheline matemaatikavoistlus, mis toimus esmakordselt 1991. aastal
Prantsusmaal, niitidseks osaleb selles tile 50 riigi. Idee sai alguse Austraalia
matemaatikavoistlusest, mistdttu ongi sarja nimi Kanguru. UKMT kasutab
Kinguru tlesandeid neljal voistlusel, millest voivad osa votta Opilased, kes
on Challenge’i voistlustel hiid tulemusi saanud:

Funior Kangaroo dpilastele vanuses 12 voi 13;
Grey Kangaroo Opilastele vanuses 14;

Pink Kangaroo Opilastele vanuses 15 voi 16;
Senior Kangaroo Opilastele vanuses 17 voi 18.

Iga voistlustod koosneb 25-st lilesandest, mille lahendamiseks on aega 60
minutit. Junior, Gray ja Pink Kangaroo iilesanded on valikvastustega.
Senior Kangaroo voistlustdods kiisitakse Opilastelt arvulisi vastuseid, kuid
lahenduskiiku pole vaja esitada.

Oliimpiaadid

Need voistlused on moeldud opilastele, kes on viga histi esinenud Mathema-
tical Challenge’itel. Voistlustdode tuum on viike arv viga raskeid tilesandeid,
mille puhul tuleb vastusega koos dra niidata ka téielik lahenduskéiik. Neid
nimetatakse oliimpiaadideks, sest nad on osa teekonnast, mis viib UKMT
vOistkonna rahvusvahelisele matemaatikaoliimpiaadile (International Mathe-
matical Olympiad), voistlusele, kus osaleb tile saja riigi.

Junior Mathematical Challenge’ile jirgneb Junior Mathematical Olympiad,
see on Opilastele vanuses 12 ja 13 aastat. Tegemist on kahetunnise voistlus-
t00ga, mis koosneb kiimnest A-osa tilesandest (ndutavad ainult vastused) ja
viiest B-osa tilesandest (ndutavad tdielikud lahenduskiigud).

Intermediate Mathematical Challenge’ile jargneb kolm oliimpiaadi. Need
on: Cayley Mathematical Olympiad 14-aastastele, Hamilton Mathematical
Olympiad 15-aastastele ja Maclaurin Mathematical Olympiad 16-aastastele
opilastele. Koik need voistlused kestavad kaks tundi ja koosnevad kuuest tiles-
andest, millele oodatakse tdielikke lahenduskdike. (Enne 2006. aastat
koosnesid need t66d samuti A- ja B-osast.)

16- ja 17-aastastele tiidrukutele korraldatakse voistlust Mathematical Olym-
piad for Girls (MOG). Selle eesmirk on julgustada ja inspireerida voimalikult
palju tidrukuid lahendama keerukaid matemaatikaiilesandeid. Oliimpiaad
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kestab kaks ja pool tundi ning koosneb viiest raskest iilesandest, millele ooda-
takse téielikke kirjalikke lahenduskiike.

17- ja 18-aastastele Opilastele moeldud Senior Mathematical Challenge’ile
jargneb British Mathematical Olympiad’t (BMO) kaks vooru. Péisu teise
vooru tagab esimese libimine. Teise vooru tilesanded on viga rasked. Nende
voistlustoode jaoks antakse Opilastele aega kolm ja pool tundi.

Team Maths Challenge on vodistkondlik voistlus, kus voistkonda kuulub
neli 14-aastast vOi nooremat Opilast. Igal aastal toimub rohkem kui 60 piir-
kondlikku finaali, millele jdrgneb juunikuus korraldatav riiklik finaal.
Vaistlusel on neli vooru: grupitdd, numbriristsona, stistikuvoor ja teatevoist-
luse voor. Ka selles raamatus on palju numbriristsdnu, mille juures on
seletatud, kuidas neid lahendada. Muudest voorudest parit tilesandeid oleme
kasutanud néddalatilesannetes. Samalaadne, kuid 17- ja 18-aastastele Opilastele
suunatud voistlus, on ka Senior Team Maths Challenge, mida korraldatakse
koost66s Advanced Mathematics Support Programme’iga.

Lisasime ka mone tilesande, mis kuulub UKMT mentorlusprogrammi. Prog-
rammi raames antakse Opilastele iga kuu iilesannete lehed. Nad lahendavad
neid oma suva jirgi ning voivad abi kiisida mentorilt, kes kommenteerib ka
lahendusi. Opilased ei vdistle omavahel.

UKMT viljaanded

Siin on loetletud eeltoodud UKMT vdistluste kohta kiivaid viljaandeid.
Nendes on dra toodud ilesannete tdielikud lahenduskiigud ja neid saab
tellida UKMT kodulehelt www.ukmt.org.uk.

Aastaraamatud

UKMT on andnud alates 1998/1999. dppeaastast igal aastal vilja aastaraa-
matu, kus on &dra toodud selle Oppeaasta {iilesanded ja tiielikud
lahendused.

Matemaatikaiilesannete kogud

Jargnevad raamatud sisaldavad koiki aasta jooksul toimunud Junior, Inter-
mediate ja Senior Mathematical Challenges’ite tilesandeid koos
lihilahendustega:

»len Years of Mathematical Challenges: 1997 to 20067,
UKMT, 2006.

»len Further Years of Mathematical Challenges:
2006 to 2016”, UKMT, 2016.

Jargmised kolm raamatut sisaldavad koiki vastava Mathematical Challen-
ge’i voistluse tilesandeid kuni vidljaandmisaastani, mis on jirjestatud teema
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ja raskusastme jirgi. Ulesanded on ilma valikvastusteta ja raamatus on
vihjed nende lahendamiseks, kuid mitte tdislahendusi.

»Junior Problems”, Andrew Jobbings, UKMT, 2017.
»Intermediate Problems”, Andrew Jobbings, UKMT, 2016.
»Senior Problems”, Andrew Jobbings, UKMT, 2018.

Viimaste aastate koikide Challenge’i voistluste liihikesed ja pikad lahendu-
sed koos edasiseks uurimiseks soovitatud iilesannetega saab tasuta alla
laadida UKMT veebilehelt.

Matemaarikaoliimpiaadid
Jargmised raamatud annavad ndu erineva tasemega keerukamate tilesan-
nete lahendamiseks ja sisaldavad erinevatelt oliimpiaadidelt pirinevaid
ulesandeid ja lahendusi.

»First Steps for Problem Solvers”, Mary Teresa Fyfe ja Andrew
Jobbings, UKMT, 2015 — sisaldab koéiki voistluse Junior Mathema-
tical Olympiad tilesandeid koos lahendustega, aastatest 1999 kuni
2015.

»A Problem Solver’s Handbook”, Andrew Jobbings, UKMT, 2013 —
sisaldab koiki voistluse Intermediate Mathematical Olympiad
ulesandeid koos lahendustega, aastatest 2003 kuni 2012.

»A Mathematical Olympiad Primer”, 2. triikk, Geoff Smith, UKMT,
2011 — sisaldab koiki voistluse British Mathematical Olympiad
1. vooru ilesandeid koos lahendustega, aastatest 1996 kuni 2010.

»A Mathematical Olympiad Companion”, Geoff Smith, UKMT, 2016
— sisaldab koiki voistluse British Mathematical Olympiad 2. vooru
ulesandeid koos lahendustega, aastatest 2002 kuni 2016.



Ulesanded



1. nadal

1. Mitu kaubikutait?

Koik transpordifirma kaubikud suudavad kanda maksimaalselt
12-tonnist raskust. Firma peab transportima 24 kasti, iga kast
kaalub 5 tonni.

Mitu kaubikut ldheb kastide transportimiseks vaja?

2. L-i maoistatus

Triin asetab joonisel ndidatud 4 X 4 ruudustikku L-kujundeid nii,
et iga L-kujund katab ruudustikus dra tdpselt kolm ruutu.

Ta voib L-kujundit keerata voi imber podrata.
Kui palju L-kujundeid saab Triin ruudustikku paigutada, ilma et
need omavahel kattuksid?

3. Vanaema elektrimo6odik
Eile oli vanaema elektrimoodiku néit 098657. Ta avastas tllatusega, et
koik numbrid ndidus on erinevad. Kui palju tihikuid elektrit peab vana-
ema kasutama, enne kui naidikul on uuesti kdik numbrid erinevad?

4. Paberi voltimine

Joonisel on nididatud kolm kujundit: X, Y ja Z.

X Y Z
Leht A4-formaadis paberit (mootmetega 297 mm X 210 mm) on
volditud uhe korra ja asetatud lauale. Millist neist kujunditest saaks
niimoodi teha?
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5. Kui palju kolmnurki?

Kui palju kolmnurki on joonisel kokku, tikskdik millises suuruses?

6. Neli taringut

Raidul on neli tavalist tdringut, mis on omavahel identsed, ja ta
paneb need kokku joonisel ndidatud viisil.

’0&

Koigi taringute kokkupuutekohtades on vastamisi olevatel kiillgedel
samad numbrid. Moni tiringu kiiljel olev number on joonisel
nididatud. Mis number peaks olema tirniga méirgistatud kiiljel?
(Tavalisel tdringul on koikide vastaskiilgede numbrite summa 7.)

7. 73 saamine

Tarmo motles tihele tdisarvule ja korrutas seda arvu kas viie voi
kuuega. Krista liitis Tarmo saadud vastusele juurde kas viie voi
kuue. Lopuks lahutas Elina Krista vastusest viie voi kuue. Loplik
vastus oli 73. Mis arvu Tarmo alguses valis?



10.

nadal

Kiimnendaeg

18. sajandi 10pus tuldi vélja kiimnendsiisteemis ajaarvestamise
ideega, kus igas tunnis oleks 100 minutit ja igas pdevas 10 tundi.

Oletades, et selline kell kaivituks stidaddsel kell 00:00, siis mida
see nditaks, kui tavaline kell nditaks kell 6:00 hommikul?

Uks suurus sobib kéigile

Harri matemaatikasdbrast vanaemal on pimedas kapinurgas suur
kotitéis tiks-suurus-sobib-koigile-sokke. Seal on paar punaseid,
siniseid, roosasid ja rohelisi sokke.

Mitu sokki peab ta kotist vidlja tdmbama, et olla kindel, et saab
kokkusobiva paari?

Vorgu léikamine

Joonisel on kujutatud nelinurkset kalavorku, kus n66rid on nididatud
punktides kokku sélmitud.

Vorku ldigatakse korduvalt katki; iga 10ige tehakse tdpselt kahe
korvuti oleva solmekoha vahelt.

Muilline on suurim arv 16ikeid, mida saab teha, ilma et vorku lahu-
tataks kaheks eraldiseisvaks tiukiks.
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1.

12.

13.

Ajad muutuvad

Digitaalne kell niditab tunde, minuteid ja sekundeid; mitu korda
24 tunni jooksul muutuvad korraga koik kuus numbrit?

Kaose tegemine

Niidatud liitmistehtes tdhistab iga tdht kindlat nullist erinevat
numbrit.

SO0O0
+ S 00

KAOS

Millised numbrid vastavad tihtedele?
Ringristmik

Neli autot sdidavad tiheaegselt ringristmikule, igatliks ise suunast,
nagu joonisel ndidatud.

Koik autod s6idavad kellaosuti liikumise suunas ja lahkuvad
ristmikult enne téisringi tegemist. Ukski auto ei lahku ristmikult
samale teele, mille kaudu teine auto on juba lahkunud.

Mitu erinevat voimalust on autodel ringristmikult viljumiseks?



2. NADAL + 7

14. Toene voi vaar?

Ukski neist viidetest pole tdene.
Ainult Gks véide on tdene.
Tépselt kaks viidet on tdesed.
Koik viited on toesed.

Mitu véidet kastis on toesed?



